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΄Ασκηση 1. (1) ΄Εστω (E, 〈, 〉) ένας Ευκλείδειος χώρος και υποθέτουµε ότιB =
{
~e1, ~e2, ~e3, ~e4

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E.

΄Εστω f : E −→ E η µοναδική γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε :

f(~e1) = −~e2, f(~e2) = −~e3, f(~e3) = −~e4, f(~e4) = ~e1

Να εξετάσετε αν η f είναι ισοµετρία.

(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα f + g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E είναι ισοµετρία.

(3) Να εξετασθεί αν το άθροισµαA+B ήA+B2
, όπουA καιB είναι δύο n×n ορθογώνιοι

πίνακες, είναι ορθογώνιος πίνακας.
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Λύση. (1) ΄Εστω τυχόν διάνυσµα ~x ∈ E. Τότε το ~x γράφεται µοναδικά

~x = λ1~e1 + λ2~e2 + λ3~e3 + λ4~e4, λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R
ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης B.

Τότε, χρησιµοποιώντας ότι η ϐάση B είναι ορθοκανονική, ϑα έχουµε :

‖f(~x)‖ = ‖f(λ1~e1 + λ2~e2 + λ3~e3 + λ4~e4)‖

= ‖λ1f(~e1) + λ2f(~e2) + λ3f(~e3) + λ4f(~e4)‖

= ‖ − λ1~e2 − λ2~e3 − λ3~e4 + λ4~e1‖

=
√

(−λ1)2 + (−λ2)2 + (−λ3)2 + λ24 B : OKB

=
√
λ21 + λ22 + λ23 + λ24

= ‖λ1~e1 + λ2~e2 + λ3~e3 + λ4~e4‖

= ‖~x‖
Εποµένως η f είναι ισοµετρία.

∆εύτερος Τρόπος: Γνωρίζουµε από τη Θεωρία ότι µια γραµµική απεικόνιση f : E −→
E είναι ισοµετρία αν και µόνο αν ο πίνακας της f σε ΟΚΒ είναι ορθογώνιος. Ο πίνακας
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της f ως προς την ορθοκανονική ϐάση B είναι

A =


0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0


Εξετάζουµε αν ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, δηλαδή αν

tA · A = I4. ΄Εχουµε :

tA · A =


0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0

 ·


0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I4

Συνεπώς η f είναι ισοµετρία.

(2) ΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία. Τότε η γραµµική απεικόνιση −f είναι ισοµετρία

διότι :

‖(−f)(~x)‖ = ‖ − f(~x)‖ = | − 1| · ‖f(~x)‖ = ‖f(~x)‖ = ‖~x‖, ∀~x ∈ E

΄Οµως το άθροισµα f + (−f) = 0 είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση η οποία

προφανώς δεν είναι ισοµετρία.

∆ιαφορετικά: Θεωρούµε την ταυτοτική απεικόνιση IdE : E −→ E, IdE(x) = x,∀x ∈ E,

η οποία προφανώς είναι ισοµετρία, και έστω f = g = IdE. Τότε οι f, g είναι ισοµετρίες,

αλλά το άθροισµα f + g δεν είναι ισοµετρία διότι

‖(f + g)(~x)‖ = ‖f(~x) + g(~x)‖ = ‖~x+ ~x‖ = ‖2~x‖ = 2‖~x‖
και για ~x 6= ~0: 2‖~x‖ 6= ‖~x‖.
΄Αρα γενικά το άθροισµα f+g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E ∆ΕΝ είναι ισοµετρία.

(3) ΄Εστω A ένας n × n ορθογώνιος πίνακας. Τότε και ο πίνακας −A είναι ορθογώνιος

αλλά το άθροισµα A + (−A) = O είναι ο µηδενικός πίνακας που ϕυσικά δεν είναι

ορθογώνιος.

Θεωρούµε τους ορθογώνιους πίνακες

B = A =

(
0 1
1 0

)
Τότε ο πίνακας

A+B2 =

(
0 1
1 0

)
+

(
1 0
0 1

)
=

(
1 1
1 1

)
δεν είναι προφανώς ορθογώνιος.

∆ιαφορετικά: ΄Εστω A, αντίστοιχα B, οι ορθογώνιοι πίνακες µιας ισοµετρίας f , αντί-

στοιχα g, σε ορθοκανονική ϐάση. Τότε ο πίνακας A + B είναι ο πίνακας της f + g.
΄Οµως δείξαµε παραπάνω ότι γενικά το άθροισµα δυο ισοµετριών δεν είναι ισοµετρία.

΄Αρα ο πίνακας A+B δεν είναι ορθογώνιος.

΄Αρα γενικά το άθροισµα A+B, όπου A και B είναι δύο n×n ορθογώνιοι πίνακες,

∆ΕΝ είναι ορθογώνιος πίνακας. 2


